Аксиально-симметричные собственные колебания в открытом резонаторе, cодержащем металлическое шаровое включение by Свищёв, Ю.В.
__________ 
ISSN 1028–821X Радіофізика та електроніка, 2010, том 1(15), № 3   © ІРЕ НАН України, 2010 
УДК 535.417.2:519.6 
 
Ю. В. Свищѐв 
 
АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫЕ СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
В ОТКРЫТОМ РЕЗОНАТОРЕ,  
CОДЕРЖАЩЕМ МЕТАЛЛИЧЕСКОЕ ШАРОВОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ 
 
Институт радиофизики и электроники им. А. Я. Усикова НАН Украины 
12, ул. Ак. Проскуры, Харьков, 61085, Украина 
E-mail: svishchov@ire.kharkov.ua 
 
Представлены результаты численного эксперимента по исследованию свойств аксиально-симметричных собственных 
колебаний в открытом резонаторе со сферическими зеркалами, содержащем металлическое шаровое включение. Обнаружен эф-
фект повышения на несколько порядков добротности собственных колебаний за счет размещения в резонаторе шара определенного 
радиуса. Ил. 5. Библиогр.: 9 назв. 
Ключевые слова: открытый резонатор, собственная частота, добротность собственных колебаний. 
 
Для размещения в объеме открытого ре-
зонатора (ОР) активных элементов, подвода пи-
тающих напряжений и обеспечения отвода тепла 
возникает необходимость ввода в резонатор про-
водящих неоднородностей, не ухудшающих 
спектр собственных частот и не приводящих к 
существенному снижению добротности возбуж-
даемых колебаний. С другой стороны, остается 
актуальной задача определения границ примени-
мости метода пробного тела для восстановления 
амплитудного распределения поля в ОР. 
Для анализа явлений, происходящих в ОР 
с металлическими и диэлектрическими включе-
ниями, были развиты методы строгой теории ди-
фракции волн на идеально проводящих незамкну-
тых экранах, построена спектральная теория 
электромагнитных колебаний в ОР с такого вида 
включениями [1–5]. С использованием развитой 
теории представляется возможным провести де-
тальный анализ спектральных характеристик ОР 
с неоднородностями цилиндрической и сфериче-
ской формы. Для двухмерного ОР с проводящей 
цилиндрической вставкой теоретическое и экспе-
риментальное исследование свойств H-поля-
ризованных колебаний проведено в работах [6, 7]. 
В частности, обнаружено явление резонансного 
повышения добротности колебаний, что может, 
например, привести к некорректному восстанов-
лению структуры резонансного поля по результа-
там регистрации добротности колебания [8]. 
В данной работе приведены результаты 
аналогичных теоретических исследований, но 
применительно к ОР со сферическими зеркалами, 
содержащему включение в виде идеально прово-
дящего шара. Исследование проводилось на ос-
нове развитой ранее [4, 5] спектральной теории 
собственных колебаний в таком резонаторе. 
Установлено, что также, как и в работах [6, 7], 
наблюдается резонансное повышение добротно-
сти колебаний при помещении в ОР шара опреде-
ленного радиуса. 
1. Постановка задачи и метод решения. 
На рис. 1 изображен ОР, образованный двумя оди-
наковыми соосными идеально проводящими сфе-
рическими зеркалами. Он характеризуется радиу-
сами кривизны зеркал a, угловыми размерами зер-
кал  и расстоянием L между зеркалами. Между 
зеркалами резонатора помещен идеально прово-
дящий шар радиусом b. Расстояние между цент-
ром резонатора и центром шара равно .Z  
 
 
 
Рис. 1. ОР с металлическим шаровым включением 
 
Аксиально-симметричные поля электри-
ческого типа описываются электрическим потен-
циалом Дебая u, магнитный потенциал Дебая v при 
этом равен нулю (электромагнитное поле имеет 
отличные от нуля три компоненты ,rE ,E  H ). 
Аксиально-симметричные поля магнитного типа 
описываются магнитным потенциалом Дебая v при 
этом электрический потенциал Дебая u равен нулю 
(электромагнитное поле имеет отличные от нуля 
три компоненты ,E ,rH H ). Учитывая это, ма-
тематическая формулировка задачи о спектре соб-
ственных электромагнитных колебаний ОР с ша-
ровым включением состоит в следующем. Требу-
ется определить значения спектрального парамет-
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ра  /2k  (  − длина волны), при которых су-
ществуют нетривиальные решения уравнения 
Гельмгольца 02  wkw  ( uw   или vw ), 
обеспечивающие выполнение граничных условий 
на зеркалах (равенство нулю тангенциальных 
составляющих электрического поля), условия 
конечности энергии электромагнитного поля в 
любой ограниченной области пространства, а 
также удовлетворяющие условию излучения на 
бесконечности (аналог условия Рейхардта в двух-
мерном случае).  
В работах [4, 5] показано, что данная 
спектральная задача эквивалентна задаче на ха-
рактеристические числа матричной оператор-
функции вида ),()( kk AIH   доказана дискрет-
ность и конечная кратность спектра собственных 
частот, построен математически обоснованный 
алгоритм вычисления спектра. Типу колебаний в 
пустом ОР приписывается [4] символ ,0nqTM  
который означает, что единственная отличная от 
нуля компонента магнитного поля H  обращает-
ся в нуль q  раз по оси резонатора и n  раз в пер-
пендикулярном направлении (по радиусу в ци-
линдрической системе координат). Типу колеба-
ний в пустом ОР приписывается [5] символ 
,0nqTE  который означает, что единственная от-
личная от нуля компонента электрического поля 
E  имеет q  пучностей по оси резонатора и n раз 
обращается в нуль в перпендикулярном направ-
лении (по радиусу в цилиндрической системе 
координат). Если при 0Z  и / или 0b  
найденные собственные колебания ОР с шаровым 
включением непрерывно переходят в собствен-
ные колебания пустого ОР, то будем классифи-
цировать эти колебания и при ,0Z  0b  как 
колебания nqTM0  или .0nqTE  Для относительно 
больших значений радиуса шара полезность та-
кой классификации весьма относительна. 
2. Анализ численных результатов. На 
рис. 2, а, б показаны зависимости реальных частей 
собственных частот )Re(ka и логарифмов доброт-
ностей )lg(Q  ))Im(/)Re(5,0( kakaQ   собствен-
ных колебаний ,003TM  004TM  от относительного 
радиуса шара ,/ Lb  размещенного в центре кон-
фокального ОР ).0( Z  
___________________________________________ 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
11,5
12,0
12,5
13,0
1
2
3
4
5
Re(ka)
2
1
2
1
b/L
 
lg(Q)
2
1
             
0,0 0,1 0,2 0,3
15,0
15,2
15,4
15,6
15,8
2
3
4
5
6
3
2
1
Re(ka)
b/L
2
3
1
lg(Q)
 
 
а)                                                                                                                                   б) 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
12,0
12,5
13,0
13,5
14,0
2
3
4
5
2
1
2
2 1
1
b/L
Re(ka) lg(Q )
 
               
0,0 0,1 0,2 0,3
12,0
12,5
2
3
4
2
Re(ka)
b/L
1
2
1
lg(Q)
 
 
в)                                                                                                       г) 
 
Рис. 2. Зависимости реальных частей собственных частот (сплошные кривые) и логарифмов добротностей (пунктирные кривые) 
собственных колебаний конфокального ОР от относительного радиуса шара b/L: а) – TM003 при Z/L  0 и   40 (кривые 1), 
50 (кривые 2); б) – TM004 при Z/L  0 и   45 (кривые 1), 50 (кривые 2), 55 (кривые 3); в) – TM021 (кривые 1) и TM012 (кривые 2) 
при Z/L  0 и   45; г) – TM003 при    50 и Z/L  0,025 (кривые 1) и  Z/L  0,05 (кривые 2) 
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Размещение в ОР шара малого радиуса 
практически не приводит к изменению частоты 
и добротности колебаний. При дальнейшем уве-
личении радиуса шара происходит изменение 
как добротности, так и частоты собственных 
колебаний. Для некоторых значений радиуса 
шара наблюдается резонансное повышение доб-
ротности колебаний на несколько порядков по 
сравнению с добротностью колебаний в пустом 
резонаторе. Такие значения радиуса далее будем 
называть резонансными. Для колебания 003TM  
имеются 2 резонансных значения радиуса, при 
которых достигается максимум ),lg(Q  для коле-
бания  004TM  при 
0,55 – 4, при 0,50 – 3, 
при 0,45 – 2 резонансных значения радиуса. 
Следовательно, эффект зависит как от относи-
тельного радиуса шара ,/ Lb  так и от углового 
размера зеркал   и типа колебаний. Эффект 
характерен и для неосновных типов колебаний, 
например 012TM  и 021TM  (см. рис. 2, в); при 
этом, как правило, шар занимает большую часть 
объема резонатора. На рис. 2, г для колебания 
003TM  приведены те же зависимости, но в слу-
чаях, когда шар находится не в центре ОР 
).0( Z  Эти зависимости показывают, что при 
определенных значениях радиуса шара наблю-
дается не только резонансное повышение, но и 
резонансное падение добротности колебаний по 
сравнению с добротностью колебаний в пустом 
резонаторе. 
На рис. 3 приведены распределения маг-
нитного поля в ОР колебаний nqTM0  при не-
скольких (в том числе резонансных) значениях 
радиуса шара. Анализ структуры полей показал, 
что размещение в ОР шара определенного радиу-
са может заметно изменить структуру поля пу-
стого резонатора. Внимания заслуживают коле-
бания, для которых принятая выше классифика-
ция может быть уточнена следующим образом. 
В объеме резонатора условно выделим два объе-
ма: объем между зеркалами резонатора и объем 
между одним из зеркал и поверхностью шара. 
К каждому объему применяем классификацию, 
принятую для пустого ОР. Примером колебаний с 
такой структурой являются колебания 00,011TM  и 
01,002TM  (рис. 3).  
Рассмотрим колебания магнитного типа. 
На рис. 4 показаны зависимости реальных частей 
собственных частот )Re(ka и логарифмов доб-
ротностей )lg(Q  собственных колебаний ,004TE  
,031TE  ,005TE  014TE  от относительного радиуса 
шара ,/ Lb  размещенного в центре конфокально-
го ОР ( 0Z ). 
Как видно, резонансное повышение и ре-
зонансное падение добротности колебаний имеет 
место и для колебаний магнитного типа, но есть и 
некоторые особенности. 
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Рис. 3. Схематичное изображение пространственной структу-
ры H 
2 собственных колебаний TM0nq и TM0nq,ij в ОР с метал-
лическим шаровым включением (L/a  1, Z/L  0) 
 
Для основного колебания 004TE  и не-
основного колебания 031TE  имеется одно резо-
нансное значение радиуса, при котором достигает-
ся максимум ),lg(Q  для колебания 014TE  – 2 резо-
нансных значения радиуса. Добротность же ос-
новного колебания 005TE  с увеличением радиуса 
шара монотонно падает, резонансного повыше-
ния добротности не наблюдается. Кроме того, в 
отличие от колебаний электрического типа 
,003TM  004TM  (см. рис. 3), при резонансных зна-
чениях радиуса шар занимает значительную часть 
объема резонатора. 
На рис. 5 приведены распределения элект-
рического поля в ОР колебаний nqTE0  при не-
скольких (в том числе резонансных) значениях 
радиуса шара. Внимания заслуживают колебания, 
для которых принятая выше классификация мо-
жет быть уточнена следующим образом. В объе-
ме резонатора условно выделим те же два объема: 
объем между зеркалами резонатора и объем меж-
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ду одним из зеркал и поверхностью шара. К каж-
дому объему применяем классификацию, приня-
тую для пустого ОР. Примером колебаний с та-
кой структурой являются колебания, представ-
ленные на рис. 5. 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
16
17
18
19
20
21
22
1
2
3
4
5
b/L
Re(ka)
2
2
1
1
lg(Q)
 
 
 
а) 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
19
20
21
22
23
24
25
1
2
3
4
5
2
2
1
1
b/L
Re(ka) lg(Q)
 
 
 
б) 
 
Рис. 4. Зависимости реальных частей собственных частот 
(сплошные кривые) и логарифмов добротностей (пунктирные 
кривые) собственных колебаний конфокального ОР от отно-
сительного радиуса шара b/L, размещенного в центре ОР 
(Z/L  0): a) – TE004 – при   45 (кривые 1) и TE031 при   
50 (кривые 2); б) TE005 – при   50 (кривые 1) и TE014  при   
  48 (кривые 2) 
 
Численный эксперимент показал, что ка-
чественно картина сохраняется, если рассмотреть 
не конфокальный ОР, а ОР с другим значением 
расстояния между зеркалами. Изменяются только 
резонансные значения радиусов шаров. 
Представляет интерес следующий во-
прос. Что происходит, если взять ОР с размерами 
L  и ,  которым соответствует вырождение соб-
ственных колебаний 003TM  и 021TM  [9]? А про-
исходит следующее: с увеличением радиуса шара 
вырождение снимается, гибридные типы колеба-
ний переходят в исходные типы колебаний  
003TM  и .021TM  Более того, происходит не толь-
ко снятие вырождения, но и повышение на не-
сколько порядков добротности основного типа 
колебания .003TM  
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Рис. 5. Схематичное изображение пространственной структу-
ры  F 
2 собственных колебаний TE0nq и TM0nq,ij в ОР с метал-
лическим шаровым включением  (L/a  1, Z/L  0)  
 
3. О природе эффекта повышения доб-
ротности собственных колебаний. В работе [6] 
выдвинута гипотеза, о том что эффект резонанс-
ного повышения добротности колебания 005TEM  
в двухмерном ОР с цилиндрической проводящей 
вставкой связан как с противофазным сложением 
полей за пределами резонатора, так и с пере-
стройкой структуры поля в самом резонаторе. 
При этом цилиндрическую вставку следует по-
мещать в пучность электрического поля. 
В данной работе объяснить природу об-
наруженного эффекта на основе выдвинутой в 
работе [6] гипотезы оказалось проблематичным. 
Во-первых, в отличие от упомянутой работы, 
наблюдалось 3 (в работе [6] – только 2) и более 
значений радиуса шара, при которых проявляется 
эффект повышения добротности собственных 
колебаний. Во-вторых, значения радиусов, при 
которых наблюдается эффект, могут быть очень 
Ю. В. Свищёв / Аксиально-симметричные собственные… 
_________________________________________________________________________________________________________________ 
50 
близки, что вызывает сомнение в справедливости 
выдвинутой гипотезы. В-третьих, найдены такие 
значения радиусов шаров, когда отмечается эф-
фект, но шар заполняет большую часть объема 
резонатора. В-четвертых, эффект наблюдается и 
для неосновных типов колебаний. Следовательно, 
приведенные в гипотезе предположения (приме-
нительно к ОР со сферическими зеркалами) яв-
ляются скорее следствием, чем причиной возник-
новения эффекта. На данном этапе проводимых 
исследований сделать какой-либо другой вывод, 
отличный от вывода работы [6], о природе эф-
фекта резонансного повышения добротности соб-
ственных колебаний не удается. Можно только 
предположить, что наблюдаемый эффект связан с 
явлением междутиповой связи колебаний, но это 
предположение требует соответствующего под-
тверждения. 
Выводы. Проведен расчет зависимостей 
первых собственных частот аксиально-симмет-
ричных собственных колебаний ОР со сфериче-
скими зеркалами, содержащего металлическое 
шаровое включение, от геометрических парамет-
ров резонатора и шарового включения. Установ-
лено, что структура соответствующих собствен-
ных колебаний может заметно отличаться от 
структуры собственных колебаний пустого резо-
натора. Предложен способ классификации коле-
баний, в которые трансформируются собственные 
колебания пустого ОР при размещении в нем ме-
таллического шара. 
Обнаружен эффект резонансного повы-
шения (падения) добротности собственных коле-
баний в ОР со сферическими зеркалами при раз-
мещении в нем металлического шара определен-
ного радиуса. В частном случае, когда имеет ме-
сто вырождение собственных колебаний, внесе-
ние в объем резонатора металлического шара 
определенного радиуса может не только снять 
вырождение, но и привести к повышению доброт-
ности основного типа колебания. Описанный эф-
фект следует учитывать как при размещении в ОР 
различного рода неоднородностей, так и при вос-
становлении амплитудного распределения поля 
методом пробного тела. 
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AXIALLY-SYMMETRIC EIGENOSCILLATIONS 
OF AN OPEN RESONATOR WITH  
A SPHERICAL METAL INSERTION  
 
Numerical experiment results on properties of axially-
symmetric eigenoscillations of a spherical-mirror open resonator in 
the case of a spherical metal insertion are discussed. An effect has 
been discovered that the eigenoscillation quality increases by 
several orders of the magnitude due to the insertion of a certain 
radius sphere. 
Key words: open resonator, eigenfrequency, eigen-
oscillation quality. 
 
Ю. В. Свіщов 
 
АКСІАЛЬНО-СИМЕТРИЧНІ ВЛАСНІ  
КОЛИВАННЯ У ВІДКРИТОМУ РЕЗОНАТОРІ, 
ЩО МІСТИТЬ МЕТАЛЕВЕ 
КУЛЬОВЕ ВКЛЮЧЕННЯ 
 
Наведено результати числового експерименту з до-
слідження властивостей аксиально-симетричних власних 
коливань у відкритому резонаторі зі сферичними дзеркалами, 
що містить металеве кульове включення. Виявлено ефект 
підвищення на декілька порядків добротності власних коли-
вань внаслідок розташування в резонаторі кулі визначеного 
радіуса. 
Ключові слова: відкритий резонатор, власна часто-
та, добротність власних коливань. 
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